Die verweil- und bestrahlungssätze für das problem der reflektierenden ellipse. I  by Jordan, Henri
MATHEMATICS 
DIE VERWEIL- UND BESTRAHLUNGSSATZE 
F"OR DAS PROBLEM DER REFLEKTIERENDEN ELLIPSE. I 
VON 
HENRI JORDAN 
(Communicated by Prof. J. F. KoKSMA at the meeting of June 25, 1960) 
l. Die Reflexionsbahnen oder Trajektorien der Ellipse E sind Geraden-
ziige, die E einbeschrieben sind und am Rande derselben dem Reflexions-
gesetz geniigen, als~ mit der Normale jeweils gleiche Ein- und Ausfails-
winkel bilden. 
Diese Bahnen sind einem konfokalen Kegelschnitt umschrieben: ent-
weder einer inneren Ellipse Et (Trajektorien erster Art) oder einer Hyperbel 
H~, (Trajektorien zweiter Art). Oder aber sie gehen durch die Brennpunkte 
von E (Trajektorien dritter Art). 
Wir werden folgende Bezeichnungen benutzen: 
a, b, e sind die Halbachsen und die Excentrizitat von E, 
at, bt, et die entsprechenden GraBen fiir den umhiiilten Kegelschnitt 
E~, bzw. Ht. 
sn(z), cn(z), dn(z) sind die JACOBischen Funktionen . 
• I d-,; l?(z) == . 
J/(l-z2) (l-k2-,;2) ' 
0 
f. vl-k2-,;2 E(z) == -- · d-r l--,;2 
0 
sind die unvoilstandigen elliptischen Integrale erster bzw. zweiter Art, 
K==J?(l); E==E(l) 
die voilstandigen. Als Modul ailer elliptischen Funktionen und Integrale 
ist im Faile der Trajektorien erster Art k == ei, im Faile der Trajektorien 
zweiter Art k== 1/et zu setzen. 
Befassen wir uns zunachst mit den Trajektorien erster Art. 
Wir haben in einer spater zu veraffentlichenden Arbeit 1) die Existenz 
der relativen Umlaufszahl .A. und der mittleren Seitenlange M fiir die 
offenen Bahnen bewiesen. Diese GraBen sind definiert als die Grenzwerte 
der Quotienten Umlaufszahl durch Seitenzahl bzw. Lange der Bahn 
durch Seitenzahl, wenn die Seitenzahl des Bahnabschnittes ins Unbe-
grenzte wachst. Sie haben fiir aile Bahnen, die dieselbe innere Ellipse Et 
1 ) "Mittlere Seitenlange, relative Umlaufszahl und Langenverteilung der Bahnen 
beim Reflexionsproblem der Ellipse". 
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440 
umhiillen, gleichen Wert und es ist 
(1) 
und 
(2) M = 2a [.!. 1/e.2_e2 + ~ {(l _ F(e/et)). E -E('.!_ 1/e12_e2)}]. 
e1 V 1--e2 e1 K e. V 1--e2 
Die Trajektorien sind dann und nur dann offen, wenn A irrational ist. 
A und M sind monotone Funktionen von ec; wenn ec von e his 1 zunimmt, 
wachst A von 0 his t und M von 0 his 2a. Das alles hahen wir hewiesen. 
Es sei eine offene Trajektorie gegehen (A irrational) und ein Gehiet r 
im Ringhereich zwischen Ei und E. Wir denken uns die Trajektorie mit 
konstanter Geschwindigkeit durchlaufen. Zum Durchlaufen eines n-Ah-
schnitts (also eines aus n Geradenstiicken hestehenden Ahschnitts) sei 
die Zeit Tn erforderlich. Von dieser Zeit Tn verhringe der hewegte Punkt 
einen Teil tn,r, in F. 
Den Quotienten 
(3) 
der auch gleich ist dem Verhaltnis der Gesamtlange der in r liegenden 
Teile des n-Ahschnitts zur Lange .fR n desselhen, nennen wir die relative 
Verweilzeit des n-Ahschnitts in r. Dahei soli r zunachst ein Gehiet 
einfacher Art, etwa ein Intervall oder eine Zelle sein. 
Existiert der Grenzwert von V n(F) wenn n gegen unendlich geht, so 
nennen wir ihn die asymptotische Verweilzeit der Trajektorie in F: 
(4) V(T) = lim Vn(T) 
n----+00 
DIE BESTIMMUNG DER ASYMPTOTISCHEN VERWEILZEIT 
2. Wir henutzen, wie schon in einer friiheren Arheit 1 ), die Darstellung 
(5) l . x = ~. sn(t) . = ae. cn(t). dn(p-t) P • e; sn (p-t) ' Y e; sn (p-t) 
fiir die Tangenten an der Ellipse Ei. Ihre Steigung ist 
(5a) cn(p) m(p) = sn(p) · 
Lassen wir p von 0 his 4K zunehmen, so hewegt sich der Beriihrungspunkt 
T von lp auf Ei einmal im .negativen Sinne herum. 
Bei jeder Reflexion an der Ellipse E nimmt der Wert des Parameters 
p urn die GroBe 
(6) rx = 2(K-sn-lefei) = 2(K-F(efei)) 
1) ,Das Problem der Reflexion an der Ellipse". Wir beabsichtigen, diese Arbeit 
dellUliichst zu veroffentlichen. 
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sprunghaft zu, wenn die Bahn im negativen Sinne beschrieben wird. 
Es ist 
lX 
4K =It, 
also irrational. 
Nach einem Satz von H. WEYL 1) sind die ganzzahligen Vielfachen 
einer Irrationalzahl ~: 
~. 2~, 3~, .... 
gleichverteilt modulo 1. Somit sind auch die Zahlen 
po, Po+ IX, Po+ 21X, .•.• 
(Po beliebig) auf der p-Gerade modulo 4K gleichverteilt. Die Anzahl 
dieser Punkte, deren kongruente Bilder modulo 4K in ein gegebenes 
p-Intervall von der Lange Lip fallen, verhalt sich asymptotisch zur 
Gesamtanzahl n der Punkte wie Lip zu 4K: 
(7) l . nLlp _ Lip Ill n- 4K" 
n->oo 
Wir betrachten nun das Ringgebiet (Ei, E) als eine zweiseitige Lamelle, 
und denken uns die Trajektorie im negativen Sinne so durchlaufen, daB 
sie bei jeder Reflexion am Rande von E von der einen auf die andere 
Seite der Lamelle iibertritt. Den Strahlen auf der Vorderseite entsprechen 
dann die Parameterwerte 
po, Po+ 21X, Po+ 41X, •.•• 
den Strahlen auf der Riickseite 
Po+ IX, Po+ 31X, Po+ 51X, ...• 
Beide Folgen sind gleichverteilt. Sind n~P und n~P die Anzahl der Punkte 
der ersten bzw. der zweiten Folge, deren kongruente Bilder in ein 
p-Intervall von der Lange Lip fallen, so ist: 
(7a) 
und 
(7b) 
I . n'Llp Lip lill --=-
n-+oo n SK 
" A l . n LIP _ LJP 
lill ---n-- SK" 
n-+oo 
3. Wir iiberziehen jede Seite der Lamelle mit zwei Koordinatennetzen. 
Das erste Netz besteht aus zwei orthogonalen Kurvenscharen, namlich 
den mit Ei gleichsinnigen Halbtangenten 2) und den darauf senkrecht 
1) Hermann WEYL, Ueber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins Math. 
Annalen, Band 77 (1916). 
2) Ist T der Beriihrungsllunkt auf Ei, und schneidet die Tangente die Ellipse 
~ 
E in P -1 und P1, so sind also die Strecken TP1 gemeint, fiir die TP1 den negativen 
Umlaufsinn auf Ei fortsetzt. 
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stehenden, parallel zueinander verlaufenden Evolventen von E,. Das 
zweite Netz besteht aus der Schar der zu Et gegensinnigen Halbtangenten 
und aus der anderen Evolventenfamilie. 
Betrachten wir nun eine Trajektorie ToP1T1P2T2Pa ... , wo To, T1, ... 
die Berlihrungspunkte der Strahlen auf Et; P 1, P2 ... die Reflexionspunkte 
auf E sind. Wir zerlegen sie in Halbstrahlen von vier Kategorien: 
(1) ToP1, T2Pa, T4Ps, ... . (2) P2T2, P4T4, P6T6, ... . 
(3) T1P2, TaP4, TsP6, .. . (4) P1T1, PaTs, PsTs, ... . 
Die Halbstrahlen der ersten und zweiten Kategorie liegen auf der 
oberen Seite, die der dritten und vierten auf der unteren Seite der 
Lamelle. Die Halbstrahlen der ersten und dritten Kategorie setzen die 
Zellen des ersten N etzes, die der zweiten und vierten Kategorie die des 
zweiten Netzes senkrecht durch (Abb. 1). 
Abb. 1 
Sei nun P ein Punkt auf der oberen Seite der Lamelle und Q eine Zelle 
des ersten Netzes, in deren Innerem P liegt. Die Halbtangente TP des 
ersten Netzes habe die Lange (! und entspreche dem Parameterwert p 
auf E,. Der Unterschied der Parameterwerte auf den von den Halb-
tangenten gebildeten Seiten von Q sei L1p. Die Lange dieser heiden 
(gleichlangen) Seiten sei L1e (Abb. 2). 
Die Halbstrahlen erster Kategorie des n-Abschnittes einer Trajektorie, 
welche Q durchsetzen, haben in diesem Faile aile dieselbe Lange IL1el· 
Ihre Gesamtlange in Q ist also n~P·IL1ei· Ist die Lange des n-Abschnittes 
.Pn, so ist seine relative Verweilzeit in Q- sofern nur die Halbstrahlen 
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der ersten Kategorie beriicksichtigt werden: 
Vi~~(.Q) = n:p · ;n · IL1el· 
Ebenso ist fiir die Halbstrahlen der dritten Kategorie 
v~~~(.Q) = n:p · ; n • IL1el 
urid, falls .Q' eine Zelle des zweiten Netzes urn P ist, und die Gro.Ben 
Llp, L1 e sich auf sie beziehen: 
Vi7~(.Q') = n:p · ;n · IL1el 
fiir die Halbstrahlen der zweiten, und 
v~:~(.Q') = n:p · ;n · IL1el 
fiir die der vierten Kategorie. 
' I 
p:O : 
- +- ------- ------------------- -----·- --Fj u.ae 1 F2 
' 
:v=O 
I 
I 
' 
Abb. 2 
V=ae 
Lassen wir n gegen unendlich gehen, so strebt nf.P n gegen lfM. Der 
erste Faktor geht nach (7a) und (7b) gegen jL1pj/8K. 
Es existiert also der Grenzwert der vier Ausdriicke - die asymptotiscke 
V erweilzeit der Halbstrahlen der vier Kategorien - in den Zellen des 
ersten, bzw. des zweiten Netzes: 
(Sa) 1 vl<l>(.Q) = v2<1>(.Q) = sK-M. IL1PI· IL1QI 
(8b) v1<2>(.Q') = v2<2>(.Q') = sK1·M · IL1PI· IL1el· 
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Der untere Index hezieht sich auf die Lamellenseite, der ohere auf das 
Zellennetz. 
Es sei -r der Neigungswinkel der Tangente an Et, Lh der Neigungs-
unterschied der geradlinigen Seiten von D. Es ist: 
V <l>(D) = _I_ . ILl•I·ILlel 
1 SKM IA•/Apl . 
Ferner sei T1 der Beriihrungspunkt der an Et von P aus gelegenen 
gleichsinnigen Halhtangente, T1P ihre Lange. 
Da T1P der Kriimmungsradius der Evolvente durch P ist, folgt, daB 
der Inhalt IDI der Zelle D his auf ein Restglied hOherer Ordnung in Lh 
und L1 e gleich ist 
Ehenso ist L1pfL1-r his auf ein Restglied, das mit L1-r verschwindet, gleich 
!dpfd-rl in T1. Der Wert von !dpfd-rl liegt, wie wir spater zeigen werden 
(siehe (10)), zwischen 1 und ,~, er ist also endlich und von Null 
. y I--et2 
verschieden. Also geht der Ausdruck 
V1<1>(.0) I I 
~ - SKM . ld•Jdpl· TlP 
mit L1-r und L1 e gegen Null. 
Lassen wir die Zelle D auf den Punkt P zusammenschrumpfen, so wird 
daher 
(9a) 
Genau so :finden wir 
(9h) L11<2> =lim vl<2>(.Q') =_I_. I !D'I SKM ld•jdpjT,·T2P 
wo T2 der . Beriihrungspunkt der anderen Tangente durch P hedeutet, 
heim Zusammenschrumpfen der Zelle D' auf den Punkt P. 
Selhstverstandlich ist auch 
also: 
,12(1) = L11 (1) ; ,12(2) = L11 (2) 
Wir rechnen die L1-Ausdriicke noch etwas urn. 
Nach (5a) ist -r = arc tan (cnpjsnp). 
Daraus folgt 
' dT 
dp =- dn p. 
Andererseits erhalten wir a us ( 5a) : 
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und da k=e~ ist: 
(lOa) 
Ebenso findet man 
(lOb) 1:1T. = V1-et2/~I+ms2) 
wobei m1, m2 die Steigungen der heiden von P an E, gefiihrten Tangenten 
bedeuten. 
Es ist also 
(lla) 
(llb) 
Lh(l) = L1z(l) = _1_. 1 
SKM TlP· Vl-et2/(I+ml2) 
1 1 L11(2) = L1z(2) = --. :;;;:::;;::;-::r============= 
SKM TsP· Vl--lli2/(l +m22) 
4. Wir umgeben die innere Ellipse Et mit einer Kurve Et' auf der 
T1P gleich einer kleinen positiven Zahl y ist und beschranken uns auf 
das Gebiet (Et', E). 
V 1 <1>, die asymptotische Verweilzeit fiir die Halbstrahlen der ersten 
Kategorie, ist zunachst fiir ~lie Zellen Q des ersten Netzes in (E/, E) 
definiert, also fiir aile Gebiete, die von zwei der E, gleichsinnigen 
Tangenten und von zwei Evolventen der zugehorigen Familie begrenzt 
sind. Sie ist auch fiir aile Gebiete definiert, die aus einer endlichen 
Anzahl solcher Zellen zusammengestellt sind, und sie ist also eine additive 
Zellenfunktion: 
wenn die Zellen sich nicht iiberdecken. 
Das folgt daraus, daB schon die relative Verweilzeit ex definitione 
additiv ist, folglich auch, da r endlich, die asymptotische Verweilzeit. 
Wir wollen noch zeigen, daB V 1 (1) eine totalstetige Zellenfunktion ist, 
in (E,l, E). Fiir den Inhalt einer Zelle finden wir die Abschatzung 
IDI =I I T1P ·1:1 dpde~Y · Vl-e,z ·IL1PI ·IL1el 
!J 
da T1P~y in (E/,E) und nach (lOa} ld-rfdpi~Vl-e,2 • 
Also ist unter Beriicksichtigung von (8a}: 
V1<ll(.Q) * !DI~r 
wo y* = (8KM·y·Vl-e,z)~l, also eine feste Konstante fiir das Gebiet 
(Et', E) bedeutet. Daraus folgt: 
vl (l)(Ql) + vl (l)(Qz) + ... + vl (l)(Q,) ~ y*. (Iilli + IDzl + ... +I Dr!) 
Zu jedem c, gibt es also ein b, so daB !~ V1<1>(Qp)~e ist, wenn nur 
!~ ID~-'1 < b ist, wobei b von e aber nicht von r abhangt. 
Das ist aber Totalstetigkeit. 
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Bekanntlich 1) kann eine endliche, additive, totalstetige Intervall-
funktion F(J) auf eine und nur eine Art zu einer Funktion F(WC:) 
erweitert werden, die fiir alle LEBESGUE-meBbare Punktmengen von 
endlichem MaB definiert, mit der gegebenen Funktion fiir die lntervalle 
identisch ist und die Eigenschaften der Additivitat und Totalstetigkeit 
in etwas erweiterter Form beibehalt. Die Funktion F(WC:) besitzt fast 
iiberall eine Ableitung im Sinne von LEBESGUE. Diese Ableitung ist eine 
Punktfunktion. Sie ist gleich 
l . F(lm~) lm--
v--+00 m(lmv) 
wo die Mengen WC:. irgend eine regulare Folge bilden und m(WC:.) ihr 
MaB ist. 
Endlich ist F(WC:) das unbestimmte LEBESGUE-Integral dieser Ableitung. 
Wir wenden diese Satze auf unsere Funktion V1<1) an 2) und erhalten 
unter Beriicksichtigung von (9a): 
(12) 
(12a) 
V1(1>(WC:) = f Lh<1>(P)dw 
m 
Ll1 (1) ( P) = - 1 - · ;;:;::::;~~1===;;:;:;::;::::;:=::;;::: 
8KM TIP· VI----et2f(I+ml2) 
fiir alle L-meBbare Mengen in (Et', E); also, da Et' beliebig nahe an 
Ei gezogen werden kann, fiir alle L-meBbare Mengen, die von Ei einen 
endlichen Abstand haben. 
Ebenso erhalten wir fiir die drei anderen V-Funktionen LEBESGUE'sche 
Integrale tiber die anderen Ll's. 
Die asymptotische Verweilzeit in einer Punktmenge WC: der oberen 
Lamellenseite ist endlich 
(13) 
wo 
(13a) 
V1(im) = J LI1(P) dw 
m 
ist; und die asymptotische V erweilzeit auf der unteren Seite der Lamelle 
ist genau so groB, denn LI2(P)=LI2<1>+LI2<2>=LI 1(P). 
Endlich ist die asymptotische Verweilzeit iiberhaupt (auf heiden Seiten 
der Lamelle gerechnet) in WC:: 
(14) 
wobei 
(14a) 
ist. 
V(im) = J LI(P) dw 
m 
LI(P) = 2L11(P) 
1) DaB wir als Bausteine die Zellen [] anstatt der nach den Achsen orientierten 
Rechteck-Intervalle verwendet haben, macht o:ffensichtlich keinen Unterschied. 
2) V gl. L. ScHLESINGER und A. FLESSNER, Lebesguesche I ntegrale und Fourier' sche 
Reihen (1926) S. 123 u.f. 
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Die Punktfunktion L1 (P) nennen wir die asymptotische Verweildichte; 
.:1 1 (1) die asymptotische Verweildichte der Halbstrahlen der ersten Kate-
gorie usw. Es sei noch bemerkt, daB eine Umkehrung des Sinnes der 
Trajektorie .:1 1 und .:1 2 vertauscht, also L1 unverandert laBt. V(WC) hangt 
also weder vom Sinn der Trajektorie noch von deren Anfangspunkt ab, 
ist also fiir alle Ei umhiillenden Trajektorien gleich. 
I 
I 
I 
I 
I V:O 
I 
I 
I 
----+----
u:lae 
I 
I 
I 
I 
1V=0 
I 
Abb. 3 
/ 
V:~ 
e; 
5. Beinahe Wort fiir Wort lassen sich diese Betrachtungen auf die 
Trajektorien zweiter Art iibertragen, nur sind die Evolventen von Ei 
durch die von Hi zu ersetzen. An stelle der ringformigen Lamelle (Ei, E) 
tritt die Lamelle (Hi, E). Wir erhalten wieder die Ausdriicke (9) und 
(14) fiir die asymptotische Verweildichte und Verweilzeit 1) (nur M 
durch M ersetzen) (Abb. 3). 
Uberall ist als Modul der elliptischen Funktionen und Integrale k = 1(ei 
anstatt k = ei zu setzen. 
Die relative Umlaufszeit X und die mittlere Seitenlange M werden 
(15) X= t(1- Fie)) 
und 
( 16) M = 2ae [! 1/(l-e2) (1- ~) + E(e)-!. F(e)J. 
e V ei2 K 
1) Die Segmente der Trajektorie zweiter Art, die zu den vier Teil-Verweildichten 
beitragen, sind etwas anders zu definieren als bei den Trajektorien erster Art. Das 
andert jedoch nichts am Ergebnis. Jeder Strahl P.Pv+l auf der einen (etwa oberen) 
Seite der Lamelle setzt die Zellen des ersten oder die des zweiten Netzes orthogonal 
durch, wenn sein Beriihrungspunkt auf Hi ausserhalb von E liegt. Er wird dann 
zur ersten bzw. zur zweiten Kategorie gerechnet. Liegt aber sein Beriihrungspunkt 
T. auf Hi innerhalb von E, so gehort das Segment P.T. zur einen, das Segment 
TvPv+l zur anderen Kategorie. 
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Fiir ei= l ist 1=! und M =2a. 
Fiir ei=oo ist 1=!-(l/n) Arc sine und M =2aVl-e2 =2b 
Den aufeinanderfolgenden Strahlen der Trajektorie zweiter Art ent-
sprechen die Parameterwerte 
po, Po+ ex, Po+ 2ex, .... 
mit 
(17) ex= 2(K -F(e)) 
wobei jedoch fiir die Strahlen alternierend 
( 18) 
mit der Steigung 
(18a) 
und 
(19) l *. p • 
mit der Steigung 
(19a) 
ae snt X=- . · en (p-t) y = ae · --- · dnt 
sn (p-t) e1 sn (p-t) ' 
dnp 
m(p) = ei-
snp 
ae snt X=- . 
ei sn (p-t) ' 
en (p-t) y =- ae · dn t 
sn (p-t) 
*( ) dnp m p = -ei-
snp 
zu nehmen ist, also lv fiir die Strahlen auf der einen, lv * fiir die auf der 
anderen Seite der Lamelle (Hi, E). 
Dementsprechend erhalten wir bei der Umformung der Ausdriicke (9) 
fiir die Ll's ein etwas anderes Ergebnis: 
Aus (18a) und (l8b) folgt 
also 
und 
woraus folgt 
Es wird also 
(20a) 
(20b) 
r = arc tan(± ei dnp) 
snp 
dT 
- = ± k · cnp dp 
k2 • cn2p = k2- - 1-. l+m2" 
.2h<1> = Lf2(l) =~. l 
SKM TtP· V(lfe12)-l/(l+mt2) 
Lf1<2> = Lf2(2) = ~. l . 
SKM T 2P. V (lje12)-l/(l +m22) 
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6. Wir wollen nun die Verweildichten tatsachlich berechnen, also als 
Funktionen der kartesischen bzw. elliptischen Koordinaten angeben. 
Zunachst fur die Trajektorien erster Art. 
Da ei2 = 1- (bi2/ai2) ist, findet man leicht, wenn x, y die Koordinaten 
von P, x1, '!h die von T1 und £2, 'fh die von T2 sind: 
(21) 
und 
(22) 
wo ai, bi die Halbachsen von Ei sind. 
Die affine Transformation 
(23) ~ = bi · x; 'YJ = ai · y 
verwandelt Ei in einen Kreis Ki: 
(24) 
P geht tiber in den Punkt II mit den Koordinaten bix, aiy; T1 und T2 
in die Bertihrungspunkte der Tangenten von II an Ki. Die Ausdrticke (21) 
und (22) stellen beide die durch ai dividierte Lange der Tangenten von 
II an Ki dar - den ,reduzierten Tangentialabstand" von P nach Ei, 
wie wir diese GroBe nennen wollen. Sie sind also einander gleich, und es ist 
(25) 
Ebenso fur die Trajektorien zweiter Art, wo ei2 = 1 + (bi2jai 2 ) ist, wird 
(26) 
und 
(27) 
Die imaginare Affinitat 
(28) 
transformiert diese GroBen in 
l 
atet 
Die Hyperbel Hi wird in den imaginaren Kreis Ki transformiert: 
(29) 
Pin den Punkt D: ( -ibix; aiy), T 1 und T 2 in die Bertihrungspunkte der 
Tangente von nand Ki. Die beiden Ausdrticke sind, bis auf einen Faktor 
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lfet, die durch at dividierten Langen dieser Tangenten - der reduzierte 
,Tangentenabstand" von P nach Ht. Sie haben also beide den Wert 
_l_ V ~2 + -n2 + at2 bt2 = _l_ V ai2 y2 -- bt2 x2 + at2 bt2 . 
aiei ., aiei 
Dieses Ergebnis lieBe sich auch auf reellem Wege erzielen. 
Es ist also 
(30) 
Bedenken wir, daB fiir die Trajektorien erster Art ei2 = l- (bt2/at2 ), fiir 
die Trajektorien zweiter Art et2 = l + (bNat2) und fiir beide at= aefet ist, 
so erhalten wir 
(31) 
(32) 
l LI(P) = -- · F(P) 2K·M 
mit F(P), dem Kehrwert des reduzierten Tangentialabstandes, gleich 
(33) 
in beiden Fallen, oder, wenn wir elliptische Koordinaten u, v mit 
verwenden: 
(34) 
7. Wir fassen jetzt die gewonnenen Resultate zusammen: 
SATZ I 
Die asymptotische Verweilzeit der Trajektorien ist fiir alle nach 
LEBESGUE meBbare Punktmengen m, die einen endlichen Abstand von 
dem umhiillten Kegelschnitt haben, definiert. 
Sie ist auf heiden Seiten der Lamelle gleich und hat gleichen Wert fiir 
alle Trajektorien, die denselben Kegelschnitt umhiillen. Sie ist vom 
Durchlaufungssinn der Bahn unabhangig. Es ist 
V(im) = I LI(P) dw. 
\m 
Ll, die Verweildichte in P, ist ein Produkt zweier Faktoren. Der erste, 
ortsunabhangige ist l/(2KM) fiir die Trajektorien erster Art, 1/(2kKM) 
fiir jene zweiter Art (M und M sind jeweils die mittlere Seitenlange). 
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Der zweite Faktor, F(P) ist der Kehrwert des reduzierten Tangential-
abstandes 1) von P nach Ei bzw. nach Hi. Es ist stets 
oder m elliptischen Koordinaten 
Uber den ortsunabhangigen Faktor in Ll ist noch zu bemerken: bei 
den Trajektorien erster Art (k=ei; e<ei< l) nimmt dieser Ausdruck 
lj(2KM) bei zunehmendem ei monoton ab von = his 0. Bei den Trajek-
torien zweiter Art nimmt der entsprechende Ausdruck l/(2kK · M) bei 
zunehmendem ei ( k = l j ei; l < ei < =) zu von 0 his = 3). 
Der ortsabhangige Faktor F(P), also das Reziproke des reduzierten 
Tangentialabstandes, ist bei den Bahnen erster Art konstant auf den 
Ellipsen, die Ei ahnlich sind. Er ist unendlich auf Ei selbst und erreicht 
seinen kleinsten Wert V e1 - in den Nebenscheiteln von E. 
a ei2-e2 
Bei den Trajektorien zweiter Art hingegen ist F(P) konstant auf den 
Hyperbeln, die Hi ahnlich sind, also die selben Asymptoten haben. Es 
wird unendlich auf Hi und erreicht seinen kleinsten Wert - wiederum 
a~ aber diesmal mit ei > l - in den Nebenscheiteln von E. 
Der Sonderfall des reflektierenden KreiseslaBt sich als Grenzfall erledigen. 
Man braucht nur, wie wir bei der Berechnung der Refexionspunkte 
gezeigt haben, in den Formeln fur die Bahnen erster Art e und ei beide 
gegen Null, efei dabei gegen Ri/R streben zu lassen - wobei R der Radius 
des refiektierenden, Ri der des umhiillten Kreises ist. Der reduzierte 
Tangentialabstand geht tiber in den wirklichen - der Name war also 
gerechtfertigt - und es wird 
(35) 
1 ) Der reduzierte Tangentialabstand ist also der durch ai dividierte Tangential-
abstand des Bildpunktes von P vom Kreisbild des umhii.llten Kegelschnittes, wenn 
man diesen durch die Affinitat ~=bix; TJ=a1 ·y bzw . . ;=-ib1 ·x; YJ=a1 y in 
einen reellen bzw. imaginaren Kreis transformiert. 
2) Es sei noch bemerkt, daB 
a2e2 ( l - ei2) x2 + y2 + e;2 . ( ei2- l) = 0 
die Gleichung von Ei ist. 
3 ) Warscheimlich ebenfalls monoton. 
(To be continued) 
